
Il rendimento dell’istruzione in Italia: 
evidenza empirica 

dai quantili di regressione

Pamela Giustinelli*
Università degli Studi di Verona

Questo lavoro si propone di fornire dell’evidenza empirica ag-
giornata sul “rendimento dell’istruzione in Italia” attraverso i
“quantili di regressione”. Tale metodologia ci permette di studiare
il Quantile Treatment Effect dell’istruzione sulla distribuzione con-
dizionale del reddito (che consideriamo riflettere quella dell’abilità
non osservata), e di analizzare la relazione tra abilità ed istruzio-
ne, e gli effetti sul reddito generati dalla loro interazione. Le stime
da noi ottenute presentano un andamento a “U”, ovvero rendimenti
maggiori ai quantili estremi della distribuzione del reddito, sugge-
rendo una relazione di sostituibilità tra istruzione ed abilità, per
livelli bassi dell’abilità, e di complementarietà, per livelli elevati di
essa. [Cod. JEL: C21, I20, J24, J31]

1. - Introduzione

I risultati di numerosi studi empirici, sulla relazione esisten-
te tra il grado di istruzione degli individui ed il loro reddito, mo-
strano che i lavoratori più istruiti percepiscono retribuzioni più
elevate (Ashenfelter e Rouse, 1998; Card, 1995). Da qui l’interes-
se e gli sforzi che gli economisti del lavoro hanno rivolto allo stu-
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dio del rendimento dell’istruzione, nel tentativo di darne una com-
piuta giustificazione teorica e una precisa quantificazione.

A fronte dell’elaborazione in letteratura di modelli economici
sull’acquisizione dell’istruzione (come investimento mirante ad in-
crementare le capacità reddituali future), che tengono conto del-
l’endogeneità e degli elementi di eterogeneità individuale (l’abilità,
l’ambiente familiare, etc.) che caratterizzano tale scelta (Becker,
1967; Card, 1994), esistono diversi problemi metodologici per la
stima del rendimento dell’istruzione come esso viene definito in
tali modelli.

Comuni dicoltà derivano dalla possibilità che il livello di istru-
zione dell’individuo sia osservato con errore, e dal problema del-
l’omissione di variabili rilevanti non osservabili (tipicamente l’a-
bilità), con conseguenti distorsioni nelle stime. Ma il problema
principale per la stima del rendimento dell’istruzione emerge dal-
l’osservazione che chi è istruito potrebbe guadagnare di più non
tanto per un effetto causale del maggior tempo trascorso a scuo-
la, bensì perché più abile (Ichino, 2001). Allora la stima del coef-
ficiente dell’istruzione nella regressione del reddito non esprime-
rebbe una misura (distorta) della relazione causale tra le due va-
riabili, quanto, piuttosto, della loro correlazione spuria (Problema
dell’identificazione di causalità). La maggiore dicoltà nella stima
del rendimento dell’istruzione riguarda, dunque, il fatto che l’i-
struzione e il reddito degli individui sono congiuntamente deter-
minati, venendo meno la causalità tra il reddito e l’istruzione me-
desimi.

Nel tentativo di trattare tali aspetti è andata sviluppandosi una
copiosa letteratura (v. ad esempio la rassegna in Card, 2001; Card,
1995; Ichino e Winter-Ebmer, 1999; e per l’Italia, Flabbi, 1997;
Brunello e Miniaci, 1999; Brunello, Comi e Lucifora, 2001) costi-
tuita da studi empirici in cui il rendimento dell’istruzione viene
stimato utilizzando il Metodo delle variabili strumentali (IV). La
maggior parte di tali lavori stimano però il rendimento margina-
le medio dell’istruzione, sotto l’ipotesi che le distribuzioni condi-
zionali del reddito risultino semplicemente traslate l’una rispetto
all’altra al variare dell’istruzione. In realtà, non è detto che tale
ipotesi valga, né che una stima del rendimento marginale medio
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dell’istruzione permetta di sintetizzare in modo efficace il feno-
meno oggetto di studio. Da qui l’idea di stimare il rendimento del-
l’istruzione attraverso la metodologia dei Quantili di regressione
(Koenker e Bassett, 1978), che permette di analizzare il rendi-
mento dell’istruzione degli individui ai diversi quantili della di-
stribuzione dei redditi. L’effetto dell’istruzione sul reddito potreb-
be infatti essere diverso per gli individui che si trovano in “pun-
ti” differenti della distribuzione reddituale. Utilizzando i quantili
di regressione è possibile, dunque, controllare se la distribuzione
condizionale del reddito subisca solo un effetto di traslazione al
variare dell’istruzione, o intervenga anche un effetto di scala, e
quindi un cambiamento nella forma della distribuzione stessa. In
particolare, poiché la distribuzione condizionale dei redditi tende
a riflettere la distribuzione dell’abilità non osservata, una indagi-
ne basata sui quantili di regressione dovrebbe risultare informa-
tiva ed esplicativa della relazione tra l’abilità e l’istruzione, e de-
gli effetti sul reddito generati dall’interazione tra queste variabili,
senza che venga posta alcuna restrizione a priori su di essa. Inol-
tre, lo stimatore quantile campionario ha una interpretazione in
termini di Quantile Treatment Effect (QTE): esso misura, per ogni
quantile τ, il cambiamento nel reddito richiesto per restare, dopo
il trattamento (un anno aggiuntivo di istruzione), al τ-esimo quan-
tile della distribuzione condizionale (sotto l’ipotesi di Rank Inva-
riance1).

L’obiettivo del presente lavoro è quello di evidenziare come
una indagine basata sui quantili possa risultare più informativa
rispetto ad una stima OLS o IV valida per l’individuo medio. Da
una parte, questo studio fornisce dell’evidenza empirica aggior-
nata sui rendimenti dell’istruzione in Italia (stime OLS, sui dati
tratti dalla Banca d’Italia, 1993; 1995; 1998; 2000); dall’altra, l’a-
spetto centrale è rappresentato dalla stima dei quantili per que-
sti dati.

Nel secondo paragrafo viene presentato brevemente il model-
lo endogeno di Card (1994) sulla scelta di acquisizione dell’istru-
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zione e vengono analizzate le implicazioni di tale modello sullo
stimatore OLS del rendimento marginale medio dell’istruzione.
Viene anche effettuata una breve rassegna dei principali lavori em-
pirici sul rendimento dell’istruzione condotti sui dati italiani, uti-
lizzando stimatori OLS e IV. Nel terzo paragrafo viene presenta-
ta la teoria sui quantili di regressione e la loro interpretazione nel
contesto di una indagine sul rendimento dell’istruzione. Sono poi
presentati alcuni studi della letteratura internazionale sulle distri-
buzioni condizionali dei redditi attraverso i quantili di regressio-
ne. Infine nel sesto paragrafo sono descritti i dati, e nel settimo
sono riportati i risultati delle stime da noi condotte. Seguono le
conclusioni.

2. - Il rendimento dell’istruzione: teoria economica e analisi
econometriche

2.1 Un modello endogeno per l’acquisizione dell’istruzione

Un modello endogeno per le scelte di istruzione è stato pro-
posto da Card (1994), a partire dal modello di Becker (1967).
In questo modello gli individui compiono le loro scelte d’istru-
zione attraverso un processo di ottimizzazione che si basa sul
confronto dei benefici e dei costi derivanti dal proseguire gli
studi. Il reddito e i costi dell’individuo vengono espressi come
funzioni degli anni di istruzione, nelle quali si tiene conto de-
gli aspetti di eterogeneità tra gli individui. Ciascun individuo ef-
fettua la propria scelta d’istruzione massimizzando una funzio-
ne di utilità:

U (Y, S) = log (Y) – φ (S)

dove S è il numero di anni d’istruzione, Y è il reddito medio an-
nuo dell’individuo, e φ (S) è la sua funzione di costo. In partico-
lare, si ipotizza che l’istruzione permetta di accumulare capitale
umano, e che individui maggiormente dotati di capitale umano
percepiscano redditi più elevati sul mercato del lavoro; quindi, la
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funzione generatrice del reddito è definita da Y = Y (S), con Y’ >
0 e Y’’ < 0. Il “reddito da capitale umano” aumenta all’aumentare
del grado di istruzione, ma in modo decrescente, come avviene in
generale per tutti fattori produttivi.

La funzione di costo φ (S) è strettamente convessa; cioè, i co-
sti associati all’istruzione aumentano all’aumentare degli anni tra-
scorsi a scuola in modo crescente. In φ’ (S) sono compresi i costi
monetari diretti (tasse scolastiche, libri, trasporto, etc.), i costi mo-
netari indiretti o costi opportunità (mancati guadagni che si sa-
rebbero ottenuti entrando immediatamente nel mercato del lavo-
ro) e i costi non monetari (costi psicologici).

Considerando una funzione di utilità globalmente concava in
S, esiste un (unico) numero ottimo di anni di istruzione, che si
ottiene dalla soluzione delle condizioni del primo ordine:

(1)

dove Y’ (S)/Y (S) rappresenta il tasso marginale di rendimento as-
sociato ad un anno aggiuntivo di scuola, e φ’ (S) rappresenta il co-
sto marginale di un anno di istruzione. Il significato economico
della condizione di equilibrio è che l’individuo raggiunge il pro-
prio livello ottimo di istruzione quando i benefici marginali ad es-
so associati eguagliano i costi marginali.

Per rendere operativo il modello, vengono assegnate una
forma funzionale al rendimento marginale e una ai costi mar-
ginali. Card (1994) ipotizza che queste due funzioni siano li-
neari e incorporino nelle intercette i fattori di eterogeneità in-
dividuale:

(2)

(3) [φ́ (S)]i = δi(S) = r i+ k rS (kr ≥ 0)

Le scelte di istruzione variano dunque per due ragioni: 1) le
differenze nell’abilità, bi, generano eterogeneità nei rendimenti
marginali dell’istruzione degli individui; 2) le differenze nei vin-
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coli di liquidità e nella condizione finanziaria e culturale delle fa-
miglie, ri, generano eterogeneità nei costi marginali fronteggiati
dagli individui.

Queste ipotesi sulla caratterizzazione dei rendimenti e dei co-
sti marginali associati all’acquisizione di istruzione implicano a
loro volta delle specifiche forme funzionali per Y (S) e φ (S). In-
tegrando la (2) e prendendo il logaritmo, si ottiene la funzione ge-
neratrice dei redditi, o earning function:

(4)

In tale specificazione, l’abilità influenza la pendenza della ear-
ning function; per cui, con preferenze omotetiche, gli individui do-
tati di maggior abilità sceglieranno livelli più elevati di istruzio-
ne2.

La funzione di costo individuale è invece rappresentata da:

(5)

in cui l’elemento di eterogeneità determina una maggior in-
clinazione della funzione stessa.

Il livello ottimo di istruzione è dato da:

(6)
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Dove le equazioni (6) e (4) assieme determinano la distribu-
zione congiunta dei redditi e dell’istruzione3.

Il rendimento marginale dell’istruzione in corrispondenza del-
la scelta ottima è dato da:

(7)

e rappresenta l’effetto causale dell’istruzione sul reddito dell’indi-
viduo i4. Tuttavia, a causa del «problema fondamentale dell’infe-
renza causale» (Holland, 1986), esso non può essere né identifi-
cato né misurato. Ciò che può essere identificato, invece, e che
rappresenta un utile parametro di riferimento con cui confronta-
re gli stimatori (OLS e IV) del rendimento dell’istruzione è il ren-
dimento marginale medio dell’istruzione nella popolazione:

(8)
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3 L’evidenza empirica (CARD D. - KRUEGER A.B., 1992; PARK J.H., 1994) testi-
monia a favore di una relazione per dati sezionali approssimativamente lineare
tra il logaritmo del reddito e gli anni d’istruzione. Tale circostanza sembrereb-
be inconsistente con l’equazione (4), a meno di kb = 0. In realtà, nonostante la
relazione proposta dal modello sia quadratica, i dati generati dal modello stes-
so potrebbero presentarsi secondo una relazione lineare. Da una parte, infatti,
l’andamento dovrebbe essere concavo, dato che, a parità di bi, gli individui con
tasso marginale di sconto più basso tendono a scegliere livelli più elevati di istru-
zione. Dall’altra, poiché, tra gli individui con diversa abilità, quelli maggiormente
dotati sceglieranno livelli più elevati di istruzione, tale relazione dovrebbe risul-
tare convessa. In definitiva, la relazione reddito-istruzione nella popolazione è
determinata dalla combinazione dei due effetti, e tenderà maggiormente ad es-
sere concava quanto minore è la varianza dell’abilità bi rispetto a quella del tas-
so di sconto ri.

4 Come correttamente osservato da un anonimo referee, che colgo l’occasione
di ringraziare, sembrerebbe dunque di dover fronteggiare un problema di aggre-
gazione, che peraltro mai viene esplicitamente rilevato nella letteratura di riferi-
mento. In realtà, le specificazioni da noi stimate, eq. (31), (rispettivamente nella
versione con gli anni di istruzione e in quella con le variabili dicotomiche per i
titoli di studio) e i dati a nostra disposizione ci permettono di effettuare una in-
dagine cross-section dei rendimenti marginali dell’istruzione, che sono medi, nel
caso della stima OLS, e quantilici nel caso della stima con i quantili di regressio-
ne. Come infatti da noi precedentemente osservato, a fronte dei modelli econo-
mici sull’acquisizione dell’istruzione elaborati in letteratura, che incorporano ad
esempio le caratteristiche di eterogeneità individuale proprie di tale scelta (BECKER

G.S., 1967; CARD D., 1994), esistono diversi problemi metodologici e di stima del
rendimento dell’istruzione così come esso viene definito in tali modelli.



A partire dalla specificazione:

log (Yi) = α + ρSi + εi

è possibile dimostrare che il limite in probabilità dello stimatore
OLS è:

(9)

da cui l’inconsistenza per il rendimento marginale medio dell’i-
struzione.

La distorsione è positiva, in quanto prodotto di due fattori
positivi (λ rappresenta la frazione della varianza di S attribuibile
alla variabilità di b; mentre b

–
è sicuramente maggiore di r–, dato

che il livello ottimo di istruzione non può essere negativo). Essa
inoltre tenderà ad aumentare tanto maggiore è σ2

b rispetto a σ2
r, e

tanto più ampia è la differenza (b
–

– r–). Il termine λ (b
–

– r–) può es-
sere interpretato come una endogenity bias dovuta al fatto che gli
individui che hanno un rendimento marginale dell’istruzione mag-
giore (perché più abili), o un minor costo marginale (perché me-
no “vincolati monetariamente”), tendono a studiare più a lungo.
In altri termini, lo stimatore OLS del coefficiente degli anni di
istruzione è influenzato dal modo in cui gli individui, caratteriz-
zati dal proprio livello di abilità e dai propri vincoli di liquidità,
sono distribuiti nella popolazione5.

2.2 L’ability bias

Una ulteriore difficoltà nella stima del rendimento dell’istru-
zione deriva dalla possibilità che siano presenti fattori non osser-
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ranno presumibilmente con maggior frequenza individui con abilità elevata e bas-
si vincoli di liquidità e viceversa, ossia individui con un alto grado di istruzione
e redditi elevati, oppure individui con un basso livello di istruzione e basso red-
dito. Quindi la retta di regressione avrà pendenza positiva e la sua inclinazione
tenderà a crescere all’aumentare della frequenza relativa con cui si presentano ta-
li osservazioni.



vati di eterogeneità nel livello dei redditi. L’approccio adottato in
letteratura per affrontare la questione della cosiddetta ability bias
è quello di considerare una funzione generatrice dei redditi che
contenga una componente specifica individuale (Griliches, 1977).

Card (1994) introduce tale aspetto aggiungendo un’intercetta
individuale ai nella earning function:

(10)

Di conseguenza, l’espressione per il limite in probabilità del-
lo stimatore OLS del coeciente degli anni di istruzione diventa:

(11)

Una correlazione tra ai e Si può sussistere per due motivi: per-
ché ai è correlato con bi, oppure con ri, cioè la parte di reddito
che l’individuo è potenzialmente in grado di percepire grazie a sue
peculiari abilità (di tipo cognitivo) è correlata ai fattori che de-
terminano l’abilità (in ambito scolastico) e il tasso individuale di
sconto, quali il benessere familiare, il substrato culturale, etc., del-
l’individuo stesso. Analiticamente, poiché:

(12)

l’espressione per il termine di distorsione risulta essere:
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correlati (σab > 0), mentre ai e ri lo siano negativamente (σar < 0). In
particolare, una correlazione positiva tra ai e bi può presentarsi se
ai esprime una qualche misura di abilità cognitiva dell’individuo e
se il grado di istruzione e tale genere di abilità sono complementa-
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ri. Invece una correlazione negativa tra ai e ri può derivare dalla cir-
costanza che i figli delle famiglie più ricche abbiano tassi di sconto
più bassi, o una naturale propensione a studiare più a lungo, e che
questi individui tendano in generale a raggiungere livelli di reddito
più elevati in virtù di migliori accessi al mercato del lavoro.

2.3 Variabile esplicativa osservata con errore

Consideriamo, infine, la possibilità che la variabile esplicati-
va “anni di istruzione” sia osservata con errore, cioè gli anni di
istruzione osservati (Si

0) differiscono dal vero livello di istruzione
(Si) per un termine d’errore additivo:

Si
0 = Si + εi

dove εi ha media 0, varianza σ2
ε, ed è incorrelato con Yi. In que-

sto caso, il limite in probabilità dello stimatore OLS è:

(14)

Sfruttando la relazione:

il limite in probabilità (14) può essere scritto come:

(15)

dove il primo fattore non è altro che il limite in probabilità del-
lo stimatore OLS nel caso standard, mentre il secondo rappresenta
il termine di distorsione. È immediato verificare che tale distor-
sione porta ad una sottostima del parametro ρ, infatti:
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lizzate inerenti alla procedura di stima, l’espressione per il limite
in probabilità dello stimatore OLS sarà:

(16)

in cui sono presenti tre fonti di distorsione nello stimatore OLS
rispetto al rendimento marginale medio dell’istruzione β

– 6: 1) la
componente dovuta alla endogenity bias, λ (b

–
– r–); 2) la ability bias

attribuibile alla presenza di componenti non osservate di etero-
geneità nel livello dei redditi,

3) la distorsione verso il basso generata da errori di misura
della variabile anni di istruzione, θ0.

2.4 Il rendimento dell’istruzione in Italia nei precedenti studi

Nella seconda metà degli anni ’80 e durante gli anni ’90, so-
no stati condotti numerosi studi empirici rivolti alla stima del ren-
dimento dell’istruzione in Italia (nella tavola 1 sono riassunti i ri-
sultati delle principali stime). Come osservato da Brunello e Mi-
niaci (1999), i primi studi si basavano su stime OLS effettuate su
dati eterogenei e non sempre rappresentativi7.
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6 Occorre invece ricordare che una procedura di stima IV dovrebbe fornire
stime immuni da tali distorsioni. D’altra parte, strumenti diversi tendono a gene-
rare stime differenti dei rendimenti medi per differenti sottogruppi nella popola-
zione (ICHINO A. - WINTER-EBMER R., 1999). Infatti, una stima IV misura il rendi-
mento marginale degli individui che, nel contesto dell’esperimento naturale con-
siderato, sono compliers, con una tendenza così a sovrastimare il rendimento mar-
ginale medio dell’istruzione nella popolazione, dato che tali individui hanno tipi-
camente rendimenti più elevati (discount rate bias) (CARD D., 1994).

7 Ad esempio, ANTONELLI G. (1985) stima una equazione minceriana standard
con gli OLS, utilizzando un data-set a carattere regionale, e ottenendo un rendi-
mento pari al 4,6%. Medesimo risultato viene trovato da CANNARI L. - PELLEGRINI

G. - SESTITO P. (1989), i quali utilizzano un campione più ampio tratto da BANCA

D’ITALIA (1986). LUCIFORA C. - REILLY B. (1990) (sulla base dei dati ENI-IRI sui red-
diti individuali) effettuano una stima OLS per genere, trovando che il rendimen-
to marginale dell’istruzione è più elevato per le donne che per gli uomini.
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Gli studi più recenti, a partire dalla seconda metà degli anni
’90, utilizzano ampiamente i dati delle Indagini sui bilanci delle fa-
miglie, effettuando stime IV del rendimento dell’istruzione in Ita-
lia. Cannari e D’Alessio (1995), con i dati del 1993 (Banca d’Ita-
lia, 1993), e sulla base di variabili strumentali relative al substra-
to familiare, ottengono una stima vicina al 7%, più elevata di quel-
le ottenute dalle ricerche precedenti. Colussi (1997) ottiene una
stima del 6,6%, utilizzando i dati relativi al medesimo anno e un
gruppo simile di strumenti.

Flabbi (1997) stima il rendimento dell’istruzione per le don-
ne e per gli uomini separatamente (dati Banca d’Italia, 1991), uti-
lizzando come strumenti: la variabile binaria “provincie”, indica-
tore della presenza o meno di sedi universitarie nella provincia di
residenza dell’individuo quando questi aveva 19 anni; e la varia-
bile “riforme”, costruita considerando come eventi esogeni le rifor-
me del sistema scolastico italiano del ’62 (media unica) e del ’69
(accesso a tutte le facoltà universitarie per i diplomati presso qua-
lunque tipo di istituto secondario superiore). Le stime IV sono
0,56 per le donne e 0,62 per gli uomini. Il risultato nuovo otte-
nuto dall’autore è dato dal rovesciamento della “gerarchia” nei ri-
sultati. Le stime IV del rendimento dell’istruzione risultano infat-
ti maggiori per gli uomini, mentre le stime OLS ottenute da Flab-
bi (1997) sono 0,22 per le donne e 0,17 per gli uomini. Obiettivo
di Flabbi (1997), (1999) è quello di chiarire se l’usuale gerarchia,
ovvero un rendimento femminile superiore a quello maschile, pos-
sa essere considerata un risultato empirico acquisito nel mercato
del lavoro italiano o non dipenda piuttosto dalle tecniche di sti-
ma utilizzate. La conclusione dell’autore è che tale gerarchia è
confermata solo in parte. Essa tende a valere, anche se in modo
non indipendente dalla specificazione, quando si applica la pro-
cedura OLS. È invece rovesciata dalle stime IV. Una prima inter-
pretazione è rappresentata dall’osservazione che la distorsione del-
le stime con i minimi quadrati ordinari sarebbe tale da nascon-
dere il vero rapporto relativo dei rendimenti in base al genere. Ma
è possibile anche una interpretazione alternativa, e cioè che l’in-
versione non varrebbe in realtà per tutto il campione, ma solo per
coloro che presentano un rendimento dell’istruzione più elevato
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(ad esempio perché provenienti da famiglie meno abbienti). L’in-
terpretazione economica di un rendimento dell’istruzione supe-
riore per il gruppo di trattamento maschile, rispetto a quello del
gruppo femminile, porterebbe allora ad ipotizzare variabilità dei
rendimenti all’interno della popolazione e discriminazione di ge-
nere pre-mercato del lavoro a svantaggio delle donne.

Brunello e Miniaci (1999) e Brunello, Comi e Lucifora (2001),
utilizzando i dati della Banca d’Italia ’93 e ’95, stimano il rendi-
mento dell’istruzione, con variabili strumentali relative al back-
ground familiare (istruzione e posizione professionale dei genito-
ri), alla riforma scolastica del ’69 e (solo i secondi) al grado di
avversione al rischio dell’individuo. Brunello e Miniaci (1999) ot-
tengono una stima OLS del 4,8% e una stima IV del 5,7% per i
capifamiglia maschi. Valori simili sono ottenuti da Brunello, Co-
mi e Lucifora (2001). Le stime IV mantengono però la configu-
razione di quelle OLS, relativamente alla gerarchia dei rendimenti
femminili e maschili. Brunello, Comi e Lucifora (2001) ottengo-
no infatti rendimenti dell’istruzione più elevati per i campioni
femminili, anche con le stime IV, a differenza di Flabbi (1997),
(1999).

3. - L’approccio dei “quantili di regressione” nello studio della
relazione reddito-istruzione-abilità

3.1 Lo stimatore dei quantili

Il modello dei quantili di regressione, introdotto da Koenker
e Bassett (1978), estende la nozione degli ordinari quantili del mo-
dello di locazione alla più generale classe dei modelli lineari, nei
quali i quantili condizionali hanno appunto la forma di funzioni
lineari (nei parametri).

I quantili di regressione possono dunque considerarsi una me-
todologia statistica, volta a stimare le funzioni quantile condizio-
nale, e a condurre inferenza su di esse. Infatti, come il modello
lineare classico costituisce un modello di media condizionale, i
quantili di regressione rappresentano dei modelli di mediana con-
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dizionale, o delle altre funzioni quantile condizionale. Un ben no-
to caso particolare di quantile di regressione è costituito dallo sti-
matore LAD, proposto da Koenker e Bassett (1978), che adatta la
mediana ad una funzione lineare di variabili esplicative, mini-
mizzando la somma dei valori assoluti dei residui.

La stima LAD è potenzialmente attrattiva per le medesime ra-
gioni per cui la mediana può costituire un indice di localizzazio-
ne migliore rispetto alla media: esiste sempre all’interno della di-
stribuzione considerata; è rappresentativa della posizione della di-
stribuzione stessa anche in presenza di valori anomali, limitan-
dosi a tener conto solo della modalità dell’elemento che occupa
una certa posizione nella distribuzione delle osservazioni ordina-
te. Analogamente, gli stimatori dei quantili sono robusti alla pre-
senza di outliers nelle osservazioni sulla variabile dipendente, e si
dimostrano più efficienti degli stimatori OLS, nei casi in cui il ter-
mine di errore non possieda una distribuzione normale. Inoltre,
dal punto di vista computazionale (ed estetico), il modello dei
quantili di regressione può essere formulato come un problema
di Programmazione Lineare (LP), il che agevola la stima e per-
mette di semplificare i problemi computazionali8. Esso può esse-
re anche “contestualizzato” nello schema del Metodo Generaliz-
zato dei Momenti (GMM), il che si rivela utile per la determina-
zione delle proprietà asintotiche dello stimatore quantile campio-
nario. Infine, un aspetto altamente interessante e peculiare di que-
sta metodologia è costituito dal fatto che le differenti soluzioni
per i diversi quantili possono essere interpretate come differenti
risposte della variabile dipendente, nei vari punti della distribu-
zione condizionale della variabile dipendente stessa, alle variazio-
ni nei regressori9.
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8 La rappresentazione del problema di minimizzazione del quale lo stimatore
quantile campionario è soluzione eq. (18) come programma lineare è riportata in
Appendice. Per una trattazione sull’utilizzo della programmazione lineare nel con-
testo delle regressioni quantiliche v. BUCHINSKY M. (1995), e KOENKER R. - BASSETT

G. (1978) per un semplice ma esplicativo esempio bivariato con cinque osserva-
zioni. Si rimanda inoltre a HILLIER F.S. - LIEBERMAN G.J. (1990) per la necessaria
teoria di LP.

9 Per chiarire tale affermazione, richiamiamo qualche applicazione di tale tec-
nica, mutuandola da KOENKER R. (2003). I quantili di regressione sono stati uti-



Il τ-esimo quantile di regressione è definito da:

(17) Qτ (yi|X = x) = x’iβτ

dove xi è il vettore k × 1 dell’i-esima osservazione su k regressori,
e yi l’i-esima osservazione sulla variabile dipendente. Il processo
uτi = yi – x’iβτ possiede funzione di ripartizione Fuτ

(·) e, per defini-
zione, Qτ (uτi|xi) = 0. Lo stimatore quantile campionario β̂τ è defi-
nito come qualsiasi soluzione al problema di minimizzazione10.

(18)

Alla luce di tale rappresentazione, preme sottolineare la pro-
prietà di robustezza di tale stimatore, influenzato solo dal com-
portamento locale della distribuzione condizionale della variabile
dipendente vicino al quantile specificato. Data una soluzione β̂τ ,
basata sulle osservazioni {y, X}, fintanto che non viene cambiato
il segno dei residui ûτ = y – Xβ̂τ , qualsiasi osservazione su y può
essere arbitrariamente modificata senza alterare la soluzione ini-
ziale. Solo i segni degli scarti entrano nella determinazione delle
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lizzati, ad esempio, per studiare l’impatto di varie caratteristiche demografiche e
del comportamento materno sul peso dei bambini alla nascita, permettendo in par-
ticolare di concentrare l’analisi sulla coda inferiore della distribuzione, ossia sui
bambini sottopeso. Questa risulta infatti di particolare interesse per i ricercatori,
in quanto un basso peso alla nascita viene comunemente associato ad una serie
di conseguenti problemi di salute, nonché ai risultati scolastici e professionali che
gli individui mediamente raggiungono. Ancora, negli studi sulle relazioni esisten-
ti tra i risultati ottenuti dagli studenti di scuole pubbliche in esami standardizza-
ti e alcune variabili socio-economiche, quali il reddito familiare e il livello di istru-
zione dei genitori, e normative, quali la numerosità delle classi e la qualifica de-
gli insegnanti, i quantili di regressione vengono utilmente impiegati per capire se
gli interventi normativi influiscono sulle performance degli studenti migliori nello
stesso modo che su quelle dei meno brillanti. Non sembra plausibile, infatti, che
gli effetti di tali variabili agiscano in modo da traslare l’intera distribuzione dei ri-
sultati dei test di una misura fissata.

10 In Appendice vengono ripercorsi i passaggi dalla definizione di quantile nel
modello di locazione, e dalla sua rappresentazione come soluzione di un proble-
ma di ottimizzazione, a quella analoga nel modello lineare, rappresentata appun-
to dall’equazione (18).



stime dei quantili di regressione; quindi, le osservazioni estreme
influenzano il risultato in quanto si trovino al di sopra o al di sot-
to dell’iperpiano stimato, ma quanto al di sopra, o al di sotto, è
irrilevante. È utile inoltre osservare come, allo stesso modo dello
stimatore OLS, anche lo stimatore dei quantili gode di una serie
di “proprietà di equivarianza”. E in più, a differenza di quello, lo
stimatore quantile campionario soddisfa la proprietà di invarian-
za alle trasformazioni monotone11, la quale permette di superare
i problemi di stima dei modelli trasformati, che si presentano nel
contesto della media condizionale12.

Il problema (18) appena specificato può essere riscritto come:

(19)

dove sgn (α) = I (α ≥ 0) – I (α < 0), da cui seguono le condizioni del
primo ordine

(20)

che, se considerate all’interno dello schema del Metodo generaliz-
zato dei momenti (GMM), permettono di stabilire le proprietà in
grandi campioni dello stimatore quantile campionario β̂τ . Se-
guendo Buchinsky (1995), si definisce la seguente funzione dei
momenti:

(21) ψ (xi, yi, βτ) = (τ – 1/2 + 1/2sgn (yi – x’iβτ)) xi

per la quale, sotto le ipotesi del modello (17), valgono le condi-
zioni di ortogonalità:

E [ψ (xi, yi, βτ)] = 0

  i
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11 Per ogni funzione monotona h (·) vale Qτ (h (Y)|x) = h (Qτ (Y|x)), mentre nor-
malmente E (h (Y)|x) ≠ h (E (Y|x)).

12 Per una trattazione dettagliata di tali proprietà v. KOENKER R. - BASSETT G.
(1978).



Nonostante tale funzione dei momenti non soddisfi la condi-
zione di differenziabilità è possibile ottenere la distribuzione asin-
totica (n → ∞) di β̂τ , riassunta dalla seguente proposizione:

PROPOSIZIONE 1 (Buchinsky, 1995)
Se βτ è nell’interno di Bτ, dove Bτ è l’insieme compatto dei pa-

rametri in �k; Fuτ (0|x) = τ con probabilità 1; Fuτ (·|x) è continua
con densità fuτ (0|x) > 0; e n–1 Σn

i=1 xix’i →
p

E [xix’i], matrice defini-
ta positiva; allora:

(22)

dove:

(23) Λτ = τ (1 – τ) (E [fuτ (0|xi) xix’i])
–1 E [xix’i] (E [fuτ (0|xi) xix’i])

–1

Nel contesto dei quantili di regressione si assume talvolta che
la distribuzione di uτi = yi – x’iβτ non dipenda da xi (per cui E (uτi|xi)
= 0). In tal caso la (23) si semplifica in:

come in Koenker e Bassett (1978).
Un possibile metodo per stimare in modo consistente la

matrice di varianza-covarianza Λτ è rappresentato dal bootstrap,
utilizzato nella parte empirica. Brevemente, si consideri un cam-
pione casuale (ỹi, x̃i), con i = 1, ..., n, generato dalla funzione di
distribuzione empirica Fn (x, y). Sia β̂̃τ la stima bootstrap ottenuta
da un quantile di regressione di ỹi su x̃i. Se la procedura di cam-
pionamento e di stima viene ripetuta M volte, ottenendo β̂̃τ1, β̂̃τB,
si ha che:

(24)

costituisce lo stimatore bootstrap della varianza asintotica di β̂τ .
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3.2 Quantili di regressione e abiltà non osservata

Come precedentemente osservato, un importante aspetto di
questa metodologia è rappresentato dall’interpretazione delle sti-
me dei diversi quantili come le differenti risposte della variabile
dipendente alle variazioni nei regressori in diversi punti della di-
stribuzione condizionale della variabile dipendente stessa. In par-
ticolare, lo stimatore quantile campionario ha una interpretazio-
ne in termini di Quantile Treatment Effect (QTE): esso misura,
per ogni quantile τ, il cambiamento nella variabile dipendente ri-
chiesto per restare, dopo il trattamento, al τ-esimo quantile della
distribuzione condizionale.

I quantili di regressione rappresentano pertanto un approccio
più flessibile per caratterizzare l’effetto dell’istruzione su differen-
ti percentili della distribuzione condizionale dei redditi, per ana-
lizzare la relazione tra abilità ed istruzione e gli effetti sul reddi-
to generati dalla loro interazione.

Nel paragrafo 2 si è mostrato come l’abilità non osservata in-
duca eterogeneità nella distribuzione condizionale dei redditi, in-
fluenzando sia l’intercetta sia il coeciente della earning function
(10). Consideriamo dunque, seguendo Arias, Hallock e Sosa-Escu-
dero (2001), una specificazione più generica dell’equazione min-
ceriana:

(25) ln (Yi) = αXi + β0Si + ϕ (Si, vi) + vi

dove Xi raggruppa alcune variabili di controllo (quali l’età dell’in-
dividuo, l’esperienza, etc.), la funzione ϕ esprime l’interazione esi-
stente tra l’istruzione e l’abilità degli individui, e vi è un termine
di errore che contiene anche l’abilità non osservata: vi = γAi + εi.
Questa specificazione corrisponde alla (10), con ϕ = biSi – 0,5kbS

2
i

e γAi = ai.
Si consideri ora il caso in cui il termine di interazione sia

semplicemente ϕ = δAiSi, così che il rendimento dell’istruzione sia
dato da:

(26) ∂ln (Yi)/∂Si � βi = β0 + δAi
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dove δ cattura l’effetto dell’abilità sul rendimento dell’istruzione.
Se δ < 0, il rendimento decresce all’aumentare dell’abilità, e vice-
versa. Questo conduce a un modello con coefficienti casuali, tale
che lo stimatore OLS applicato alla (25) stima consistentemente:

(27) ∂E (ln (Yi)|Xi, Si)/∂Si = β0 + δA
–

ossia il rendimento dell’istruzione per un individuo con abilità me-
dia, o average treatment effect. Questo approccio però si basa su
una parametrizzazione restrittiva dell’interazione tra istruzione ed
abilità non osservata. Infatti, nel modello (26) si presuppone che
βi sia una funzione monotonica dell’abilità.

Invece, con Si esogeno e la restrizione sul termine di errore
Qτ (vi|Si) = 0, l’effetto dell’istruzione sul τ-esimo quantile condizio-
nale di Yi è dato da:

(28) ∂Qτ (ln (Yi)|Xi, Si)/∂Si = ∂ln (Qτ (Yi)|Xi, Si)/∂Si

(29) = β0 + ∂Qτ (ϕ (Si, vi)|Xi, Si)/∂Si

(30) = β0 + Gv
–1 (τ|Xi, Si) � βτ

dove Gv è una qualche trasformazione della distribuzione dell’ abi-
lità nella popolazione, e βt può essere considerato una misura del
QTE dell’istruzione sui redditi, dato τ ∈ (0, 1)13. I quantili di re-
gressione per differenti valori di τ conducono alla stima di una
intera famiglia di rendimenti dell’istruzione che riflettono la di-
stribuzione dell’abilità tra gli individui. L’interazione tra istruzio-
ne ed abilità può allora essere analizzata confrontando βτ a diffe-
renti quantili τk e τs, con k ≠ s.

3.3 Quantili di regressione e distribuzione del reddito nella lettera-
tura internazionale

Numerosi studi, oltre a quello di Arias, Hallock e Sosa-Escu-
dero (2001), sono stati recentemente condotti utilizzando i quan-
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tili di regressione al fine di analizzare la distribuzione condizio-
nale dei redditi di differenti paesi: tra questi, ad esempio, Bu-
chinsky (1994); Mwabu e Schultz (1996); Martins e Pereira (2004);
Fitzenberger e Kurz (2003).

In particolare, Buchinsky (1994), pur non trattando esplicita-
mente l’interazione tra educazione ed abilità, analizza i cambia-
menti verificatisi negli ultimi decenni nella struttura dei salari de-
gli Stati Uniti (da una parte, le cresciute disuguaglianze retribu-
tive, anche dopo aver controllato per le caratteristiche individua-
li; dall’altra, l’aumento del rendimento di fattori come l’istruzione
e l’esperienza), utilizzando i dati del Current Population Survey
(CPS). Secondo l’autore risulta essenziale esaminare tali cambia-
menti ai diversi punti della distribuzione: infatti, negli anni più
recenti i redditi sono sì aumentati, in generale, a tutti i quantili
della distribuzione, al crescere degli anni di istruzione, ma le dif-
ferenze negli incrementi sono maggiori in corrispondenza di de-
terminati quantili (ad esempio, l’aumento del rendimento dell’i-
struzione viene registrato come più sensibile ai quantili più alti
della distribuzione dei redditi).

Tale configurazione viene riscontrata anche da Martins e Pe-
reira (2004), i quali conducono una stima del rendimento dell’i-
struzione per 16 paesi europei con l’intento di analizzare le diffe-
renze negli incrementi reddituali determinati dall’istruzione lun-
go l’intera distribuzione dei salari. In tal modo essi confrontano
il rendimento dell’istruzione per i lavoratori “più abili” e “meno
abili”, con l’intento di chiarire l’effetto dell’istruzione sulla disu-
guaglianza dei redditi tra gli individui. Il fatto stilizzato emergente
da questo studio è che il rendimento dell’istruzione è maggiore ai
quantili più elevati delle distribuzioni condizionali dei redditi (coe-
rentemente con quanto trovato da Buchinsky, 1994 per gli US).
La Svezia viene citata come caso tipo; la Grecia come eccezione,
poiché le stime per questo paese seguono un andamento esatta-
mente opposto. Martins e Pereira (2004) hanno stimato il rendi-
mento dell’istruzione anche per un campione tratto dalla Banca
d’Italia (1995). Le stime ottenute (piuttosto simili alle nostre per
quell’anno, data l’identica specificazione e la somiglianza nei cri-
teri di costruzione del campione) seguono un andamento legger-
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mente a U, ma non viene commentato dagli autori (v. tav. 1). Dun-
que, dai risultati emerge che i lavoratori più abili (che ricevono
salari orari maggiori, condizionatamente alle loro caratteristiche)
sono associati ad un maggiore incremento reddituale legato all’i-
struzione. Martins e Pereira (2004) propongono tre possibili spie-
gazioni. La prima fa riferimento al fenomeno della “sovra-educa-
zione”, cioè alla diffusione di situazioni in cui lavoratori con ele-
vata istruzione sono impiegati in occupazioni che richiedono scar-
sa abilità o qualificazione, e che dunque sono remunerati con un
basso salario. Così che, più la coda inferiore dei redditi dei lavo-
ratori con elevata abilità è popolata da individui “sovra-istruiti”
(lavoratori altamente qualificati con lavori non qualificati), più
basso sarà il rendimento dell’istruzione ai quantili inferiori della
distribuzione dei redditi.

Una seconda spiegazione riguarda l’abilità e la sua interazio-
ne con l’istruzione. Il ruolo delle differenze nell’abilità, dato un
certo livello di istruzione, tenderebbe ad amplificarsi in modo cre-
scente in termini di salario, via via che si considerano livelli di
istruzione più elevati.

Un’ultima spiegazione si basa sulla presenza di differenze nel-
la qualità scolastica o nei diversi indirizzi di studio (l’equazione
di Mincer controlla infatti solo per la quantità dell’istruzione). Po-
trebbe cioè essere che gli individui che cadono nella coda infe-
riore della distribuzione dei redditi siano proprio coloro che han-
no ricevuto una istruzione scolastica di modesta qualità o che han-
no seguito indirizzi scolastici scarsamente remunerati (ex-post) sul
mercato del lavoro. Tali differenze tendono inoltre a prevalere ai
livelli di istruzione medio-alti, che presentano una maggior varietà
negli indirizzi formativi, ed eventualmente nel grado qualitativo.

Mwabu e Schultz (1996) utilizzano i quantili di regressione
per stimare il rendimento dell’istruzione per etnia in Sud Africa
e spiegarne le differenze. Considerando i residui dei quantili di re-
gressione come espressione dell’abilità non osservata, essi inter-
pretano i rendimenti crescenti/decrescenti come indicatori di com-
plementarietà/sostituibilità tra questa misura di abilità e l’istru-
zione nell’incrementare la produttività dei lavoratori. Mwabu e
Schultz (1996) trovano che tra la popolazione bianca più istruita
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il rendimento dell’istruzione aumenta all’aumentare dei decili del
reddito e interpretano tale evidenza in termini di complementa-
rietà tra abilità ed istruzione, mentre il rendimento derivante dal-
l’aver frequentato la scuola secondaria presenta una correlazione
negativa (istruzione e abilità sostituti, almeno tra i meno abili). Il
rendimento per la popolazione nera che possiede un basso livel-
lo di istruzione (scuola primaria) diminuisce all’aumentare del de-
cile dei redditi indicando sostituibilità; mentre segue un anda-
mento non lineare (convesso) per quanto riguarda l’istruzione se-
condaria; e un andamento piuttosto irregolare per l’istruzione più
elevata.

4. - Evidenza empirica dai quantili di regressione per l’Italia

4.1 I dati

I dati utilizzati per costruire i campioni sono tratti da Banca
d’Italia (1993), (1995), (1998) e (2000).

Le tavole 2, 3, 4 e 5 mostrano le statistiche descrittive delle
principali variabili utilizzate nelle stime e delle altre variabili di
interesse. Questo per ognuno degli anni considerati, e tenendo di-
stinti donne e uomini.

Nei campioni sono compresi individui tra i 14 ed i 60 anni,
esclusivamente lavoratori dipendenti, non appartenenti al settore
agricolo. Inoltre, tra gli individui di sesso maschile sono stati con-
siderati solamente i lavoratori a tempo pieno, mentre sono inclu-
se sia le lavoratrici a tempo parziale sia quelle a tempo pieno.

Qualche precisazione preliminare sulle variabili utilizzate:
1) Gli anni di istruzione degli individui sono ricostruiti a par-

tire dal dato sul titolo di studio più elevato conseguito. (Agli in-
dividui che non hanno raggiunto alcun titolo di studio è stato as-
segnato 0). A partire dal 1995 la classificazione relativa ai titoli di
studio è stata particolareggiata, prevedendo le voci: diploma pro-
fessionale (3 anni) e diploma universitario o laurea breve (3 an-
ni). Dal medesimo anno l’indagine chiede all’intervistato anche il
tipo di diploma conseguito e il tipo di laurea. Attraverso que-
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st’ultima informazione è stato possibile diversificare il numero di
anni di istruzione assegnati ai laureati delle diverse facoltà, te-
nendo conto della differente durata dei vari corsi di laurea; 2) le
variabili relative ai titoli di studio (medie inferiori, medie supe-
riori, studi universitari), allo status di operaio dell’individuo e del
padre di questi, al tempo parziale, allo status di lavoratore auto-
nomo del padre e alla condizione non lavorativa della madre so-
no variabili dicotomiche. Per gli anni 1995, 1998 e 2000 nella va-
riabile medie superiori sono compresi anche coloro che hanno
conseguito un diploma professionale, e nella variabile relativa agli
studi universitari sono uniti tutti i soggetti che hanno conseguito
un diploma universitario o laurea breve, una laurea regolare ed
anche una specializzazione post-laurea; 3) l’esperienza potenziale
è così calcolata: età meno anni di istruzione meno 6 (considera-
to l’inizio dell’obbligo di frequenza previsto dal sistema scolastico
italiano); 4) le ore lavorate in media a settimana sono compren-
sive dello straordinario; 5) il reddito annuo da lavoro dipendente
è al netto delle imposte e dei contributi; 6) il salario orario netto
è definito come: (reddito netto annuo)/(mesi lavorati * ore setti-
manali lavorate * 4).

Dalle tavole 2, 3, 4 e 5 emerge che per le donne l’età media
è tra i 37 e i 39 anni, e vicina ai 40 per gli uomini; più bassa
quindi per le prime, ma con una tendenza all’aumento nel corso
degli anni. Gli anni di istruzione sono più elevati in media per le
donne (11-12 anni) che per gli uomini (10-11 anni), ed aumenta-
no nel tempo per entrambi. Il comportamento delle variabili re-
lative al titolo di studio conseguito rispecchia naturalmente quel-
lo della variabile anni di istruzione. In particolare, negli anni ten-
dono ad aumentare le percentuali di individui (donne e uomini)
che raggiungono un diploma di scuola superiore o una laurea, a
scapito di coloro che raggiungono solamente la licenza media.

Per quanto concerne le caratteristiche lavorative, si può no-
tare come il lavoro a tempo parziale costituisca ancora un feno-
meno piuttosto marginale, ma in crescita (dall’11% del 1993 al
16% del 2000). Gli uomini tendono a lavorare (in media) un mag-
gior numero di ore delle donne, pur escludendo le lavoratrici a
tempo parziale. Gli uomini hanno redditi annui medi significati-
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vamente maggiori rispetto alle donne, ma il divario viene note-
volmente a ridursi quando si considerino i salari orari; tale diffe-
renza tende inoltre a diminuire leggermente negli anni.

Le informazioni sul substrato familiare sono disponibili a par-
tire dall’indagine del 1993. Guardando ai valori medi, si nota la
presenza di una persistenza generazionale sia per il livello di istru-
zione sia per le scelte occupazionali, soprattutto per le donne: que-
ste infatti, condizionatamente al fatto di essere mediamente più
istruite degli uomini nei campioni, tendono ad avere genitori più
istruiti, mentre gli uomini hanno in maggior percentuale padri di-
pendenti come operai e madri non occupate.

4.2 Stime OLS del rendimento dell’istruzione (in anni)

La prima stima effettuata sui campioni descritti è una stima
OLS della seguente equazione minceriana (Mincer, 1974):

(31) ln (wi) = α + βSi + γ1Xi + γ2X
2
i + εi

dove ln (w) è logaritmo del salario orario netto, S sono gli anni
di istruzione, X è l’esperienza potenziale e ε è il termine di erro-
re.

Le stime OLS del coefficiente degli anni di istruzione per tut-
ti gli anni considerati (1993, 1995, 1998 e 2000) sono presentate
nell’ultima colonna della tavola 6, tenendo distinti donne e uomi-
ni. La regressione per i campioni femminili include anche la va-
riabile dummy partime, che assume il valore 1 se la lavoratrice è
occupata a tempo parziale e 0 altrimenti. Nella tavola 6, in pa-
rentesi sotto le stime, sono riportati gli standard error, robusti al-
la presenza di eteroschedasticità (HCSE) (a fronte dei risultati ot-
tenuti effettuando il test di Breusch-Pagan, che portano a rifiuta-
re l’ipotesi nulla di omoschedasticità; v. in proposito la tavola 7).

Le stime mostrano i seguenti valori del rendimento dell’i-
struzione: 8,7% (1993), 7,5% (1995), 6,2% (1998) e 6,1% (2000)
per quanto riguarda i campioni femminili; mentre per gli uomini
si ha: 6,7% (1993), 6,6% (1995), e circa 6% (1998 e 2000). Si può
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notare dunque come le stime del rendimento dell’istruzione siano
maggiori per le femmine che per i maschi (medesimo risultato è
stato ottenuto da Brunello, Comi e Lucifora (2001) su un cam-
pione simile di individui). In realtà le intercette, che rappresenta-
no il logaritmo del reddito di un lavoratore a tempo pieno senza
istruzione e con esperienza potenziale pari a 0, sono maggiori per
gli uomini; inoltre il gap tra lavoratrici e lavoratori si riduce via
via negli anni considerati. Flabbi (1997), (1999) affrontando in mo-
do specifico (e più esaustivo di quanto non ci si proponga qui)
l’aspetto delle differenze di rendimento in base al genere, propo-
ne alcune interpretazioni dell’evidenza empirica ottenuta, e nota
come i risultati siano legati alle tecniche di stima utilizzate (OLS,
OLS con correzione à la Heckman, IV). Una interpretazione dei
maggiori rendimenti dell’istruzione delle lavoratrici rispetto ai
lavoratori potrebbe derivare comunque, alla luce del modello di
Card, dalla presenza di una maggior “distorsione da abilità” del-
lo stimatore OLS per i campioni femminili. Ipotizzando che l’in-
cidenza della distorsione derivante da errori nell’osservazione del-
la variabile esplicativa “anni di istruzione” non sia diversa per le
donne e per gli uomini, e che b

–
e r– non differiscano per femmi-

ne e maschi, si tratta di capire se è possibile che per le donne esi-
sta una maggiore correlazione negativa tra le forme di abilità (ai

e bi) e i vincoli di liquidità, oltre ad una maggiore correlazione
positiva tra ai e bi stesse. La correlazione negativa tra abilità e
vincoli di liquidità può essere facilmente giustificata ammettendo
l’esistenza di una anche solo parziale persistenza intergenerazio-
nale dell’abilità. In questa situazione i genitori più abili scelgono
livelli di istruzione più elevati, hanno redditi maggiori e figli in
media più abili. Nella generazione dei figli, quindi, i più abili ten-
dono ad avere genitori con redditi più alti. Nella misura in cui i
maggiori redditi dei genitori riducono i vincoli di liquidità dei fi-
gli, nella generazione di questi ultimi, gli individui più abili han-
no costi marginali dell’istruzione inferiori. Da quanto ottenuto nel-
le statistiche descrittive relative ai campioni qui utilizzati sembra
plausibile ritenere che per le femmine esista una maggior persi-
stenza generazionale, o comunque un maggior legame con il pro-
prio ambiente familiare; le donne hanno in media una maggiore
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istruzione, oltre che genitori anch’essi in media più istruiti. Inol-
tre minore, rispetto a quella degli uomini, è la percentuale di don-
ne nei campioni che hanno un padre occupato come operaio e
una madre non lavoratrice.

5. - Stime del rendimento dell’istruzione (in anni) attraverso
i quantili di regressione

Sempre nella tavola 6 sono presentate le stime dei quantili di
regressione secondo la medesima specificazione utilizzata per le
stime OLS, e sulla base degli stessi campioni. In particolare, la
tavola 6 contiene per ogni anno (1993, 1995, 1998 e 2000), e di-
stinguendo tra donne e uomini, le stime del coefficiente degli an-
ni di istruzione per diversi quantili di regressione, τ = {0,05, 0,10,
0,25, 0,50, 0,75, 0,90, 0,95}. Sono riportati anche i valori degli
standard error, calcolati attraverso il metodo Bootstrap non para-
metrico. I tratti del grafico 2 raffigurano, per il coefficiente del-
l’istruzione, le stime ai vari quantili, attraverso una linea conti-
nua, mentre le linee tratteggiate rappresentano l’intervallo di con-
fidenza al 90%. È poi sovrapposta una linea punteggiata che rap-
presenta la stima OLS per quel coefficiente, anch’essa con una
banda di confidenza al 90%. Nella tavola 7 sono riportati i risul-
tati dei test di eteroschedasticità e di simmetria effettuati per le
stime dei quantili di regressione (costruiti seguendo Buchinsky,
1995; 1998). I campioni sono i medesimi utilizzati per le stime
OLS. I p-value ottenuti portano a rifiutare le ipotesi nulle di omo-
schedasticità e di simmetria per tutti i campioni.

Le stime dei quantili, inizialmente elevate (per τ = 0,05), ten-
dono a calare per gli individui che si collocano al di sotto del pri-
mo quartile della distribuzione dei redditi (τ = 0,25), poi invece
cominciano a crescere, tendendo più o meno a stabilizzarsi ai
quantili più elevati del reddito (τ = 0,90; τ = 0,95). Inoltre, il valo-
re della stima OLS, che rappresenta l’effetto medio, tende ad ugua-
gliare la stima corrispondente a 0,50 < τ < 0,75, cioè il valore me-
dio del rendimento marginale dell’istruzione è generalmente mag-
giore del rendimento di coloro che si trovano al quantile media-
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no della distribuzione dei redditi. È confermato un rendimento
dell’istruzione maggiore per i campioni femminili che per quelli
maschili. Inoltre si può notare una differenza tra i campioni fem-
minili e quelli maschili nel comportamento delle stime ai vari
quantili. Le stime relative agli uomini appartenenti alla coda in-
feriore della distribuzione dei redditi si trovano infatti al di sotto
della stima OLS, e fuori dalla sua banda di confidenza, in modo
più marcato rispetto a quanto avvenga per le corrispondenti sti-
me effettuate sui campioni femminili; d’altro canto per i primi le
stime tendono poi a crescere maggiormente, soprattutto ai quan-
tili più elevati, di quanto facciano le seconde. Per comprendere
tali risultati, occorre ricordare che il coefficiente degli anni di
istruzione nella regressione di un dato quantile viene interpreta-
to come la variazione (del logaritmo) del reddito dell’individuo ne-
cessaria affinché tale individuo rimanga al medesimo quantile del-
la distribuzione dei redditi, dopo aver studiato un anno in più
(avendo cioè ricevuto il trattamento). Ad esempio, se si conside-
ra il campione delle donne per il 1995, nella seconda riga della
tavola 6 leggiamo che il logaritmo del reddito di una lavoratrice
che si trova al quantile mediano della distribuzione dei redditi (τ
= 0,50) dovrebbe aumentare del 7,35% perché essa si possa collo-
care nuovamente al quantile mediano della distribuzione dei red-
diti delle lavoratrici con un anno di istruzione in più. Dalle stime
ottenute, si evince dunque che maggiore deve essere l’incremento
dei redditi degli individui che si trovano ai quantili bassi e a quel-
li alti della distribuzione dei redditi, perché essi, con un anno ag-
giuntivo di istruzione, mantengano il medesimo quantile. Questo
significa che la forma delle distribuzioni condizionali cambia; non
si ha cioè in questo caso una semplice traslazione della posizio-
ne della distribuzione della variabile dipendente, ma anche la sua
scala e la sua forma risultano modificate.

È inoltre possibile interpretare i risultati ottenuti in termini
di sostituibilità/complementarietà tra i “fattori” istruzione ed abi-
lità. Dal grafico 2, i rendimenti decrescenti per i primi quantili
(cioè per gli individui meno abili) testimoniano a favore della pre-
senza di un certo grado di sostituibilità tra istruzione ed abilità.
Il rapporto tra i due fattori tende a diventare però di comple-
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GRAF. 2
STIME DEL RENDIMENTO DELL’ISTRUZIONE PER DIVERSI QUANTILI

DELLA DISTRIBUZIONE CONDIZIONALE DEI REDDITI
(anni di istruzione)
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mentarietà per i quantili medio-alti di reddito (cioè per gli indi-
vidui con maggiore abilità), infatti le stime crescono all’aumenta-
re del quantile a partire dai quantili intermedi di reddito.

5.1 Stime OLS del rendimento dell’istruzione per titolo di studio

Analizziamo ora delle regressioni standard e quantili che con-
tengono come variabili esplicative, in luogo degli anni di istru-
zione, delle variabili dicotomiche relative al titolo di studio rag-
giunto dall’individuo. La motivazione che spinge a stimare questo
modello si basa sull’osservazione che in alcuni sistemi scolastici
— incluso quello italiano — un maggior investimento in istruzio-
ne che non conduca all’ottenimento di un titolo di studio potreb-
be non garantire rendimenti maggiori sul mercato del lavoro. Per
trattare tale aspetto, stimiamo dunque per ogni anno considerato
la regressione del logaritmo del salario orario netto sulle varia-
bili dicotomiche “medie inferiori”, “medie superiori”, “università”,
controllando per l’esperienza potenziale e il suo quadrato, e man-
tenendo la variabile partime per i campioni femminili. I risultati
delle stime OLS sono presentati nell’ultima colonna della tavola
8. Le stime dei coefficienti delle variabili binarie sui titoli di stu-
dio vanno interpretate come differenziali rispetto al rendimento
base, ottenuto dagli individui senza alcun titolo di studio o che
hanno raggiunto solamente la licenza elementare. Ad esempio, per
il campione del 1995, un lavoratore maschio in possesso di un di-
ploma di scuola superiore percepisce, in media, il 48% in più di
reddito orario di un lavoratore con la medesima esperienza po-
tenziale, ma in possesso della licenza elementare. La configura-
zione delle stime ottenute utilizzando i livelli di istruzione, inve-
ce che gli anni, conferma la presenza di una relazione positiva
monotonica tra il rendimento dell’istruzione e il maggior titolo di
studio acquisito.

Inoltre, si trova che per il 1993 il rendimento dell’istruzione
delle lavoratrici è maggiore di quello dei lavoratori, ma nel 1995
la differenza tende a ridursi, e negli anni successivi le stime dei
rendimenti per gli uomini sono superiori rispetto a quelle otte-
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nute per i campioni femminili. Si nota anche che le stime relati-
ve alle lavoratrici mostrano un andamento decrescente nell’arco
degli anni considerati.

5.2 Stime del rendimento dell’istruzione per titolo di studio attra-
verso i quantili di regressione

Le stime dei quantili di regressione ottenute per la specifica-
zione con i titoli di studio sono presentate nella tavola 8 e con
l’ausilio dei grafici 3 e 4.

In questa specificazione le stime vanno interpretate (dato un
certo quantile) come l’aumento percentuale di reddito che un in-
dividuo con al più la licenza elementare dovrebbe avere per man-
tenersi al medesimo quantile della distribuzione condizionale del
reddito, se conseguisse, rispettivamente, la licenza media, il di-
ploma, e la laurea. Dalle tabelle si evince che il rendimento del-
l’istruzione è generalmente maggiore per i campioni femminili che
per i maschili a tutti i livelli di istruzione, anche se la differenza
a favore delle femmine scompare nel 1998 e nel 2000, quando in
corrispondenza dei quantili più alti della distribuzione dei reddi-
ti si rileva un rendimento superiore per gli uomini. Distinguendo
per titolo di studio, diversamente da quanto non sia possibile fa-
re per le stime basate sugli anni di istruzione, si può notare un
differente comportamento dei rendimenti al variare dei quantili
per i diversi livelli di istruzione. In generale, dai grafici risulta evi-
dente come il rendimento derivante dall’aver conseguito la licen-
za di scuola media inferiore cada, per quasi tutti i quantili e in
quasi tutti i campioni, all’interno dell’intervallo di confidenza del-
la corrispondente stima OLS. Cioè, non sembra esserci una par-
ticolare variabilità delle stime tra quantili. Nei termini del rap-
porto (di sostituibilità/complementarietà) tra istruzione ed abilità,
potremmo dire che le stime non presentano un andamento spe-
cifico al variare del quantile. Forse solo per il 2000 si nota un an-
damento decrescente al crescere del quantile che porterebbe ad
una lettura in chiave di sostituibilità tra i due fattori.

Ma questa configurazione cambia, quando si analizzino le sti-
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GRAF. 3

STIME DEL RENDIMENTO DELL’ISTRUZIONE PER I CAMPIONI
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GRAF. 4

STIME DEL RENDIMENTO DELL’ISTRUZIONE PER I CAMPIONI
MASCHILI A DIVERSI QUANTILI DELLA DISTRIBUZIONE 
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me dei coefficienti delle variabili medie superiori e università. Per
quanto riguarda la prima, infatti, si osserva un andamento con-
vesso ai vari quantili, in modo analogo a quanto visto in prece-
denza con la variabile anni di istruzione. Cioè, ai quantili bassi
e a quelli elevati della distribuzione dei redditi, gli individui ne-
cessitano (a parità di condizioni) di un maggior incremento di
reddito per mantenere la stessa posizione nella distribuzione dei
redditi dei lavoratori diplomati, rispetto agli individui che si tro-
vano ai quantili centrali della medesima distribuzione. Quindi an-
che qui, cambia la forma della distribuzione condizionale del red-
dito dei diplomati rispetto agli individui con istruzione elemen-
tare. Per quanto riguarda l’istruzione secondaria superiore pos-
siamo dunque interpretare i risultati in termini di sostituibilità
tra istruzione ed abilità ai quantili bassi, e di complementarietà
ai quantili alti.

Anche le stime dei coefficienti della variabile università mo-
strano la presenza di differenze tra quantili, ma in questo caso
l’andamento tende ad essere meno convesso, o meglio, meno sim-
metrico, cioè tende a prevalere un trend crescente all’aumentare
del quantile a favore dell’interpretazione in termini di comple-
mentarietà tra i “fattori”. Questo si riscontra in particolar modo
per quanto riguarda gli anni intermedi (1995 e 1998) e per i cam-
pioni maschili. Mentre per le donne l’andamento delle stime pre-
senta una forma maggiormente convessa, con valori molto ele-
vati ai quantili estremi inferiori (τ = 0,05 e τ = 0,10), pari o spes-
so anche superiori alle stime ottenute ai quantili più alti (τ = 0,90
e τ = 0,95); per gli uomini prevale l’aspetto della crescita del ren-
dimento all’aumentare del quantile di reddito considerato. Que-
sto ad eccezione dell’anno 2000, anno in cui si riscontra un an-
damento piuttosto convesso anche per il campione maschile,
mentre il campione femminile vede addirittura una tendenza de-
crescente all’aumentare del quantile di reddito considerato (so-
stituibilità).

Un altro aspetto interessante è rappresentato dalla circostan-
za che l’andamento piatto delle stime dei coefficienti delle varia-
bili medie inferiori e medie superiori caratterizza particolarmen-
te il campione femminile 1998, l’anno cioè in cui si registra il
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maggior calo del rendimento marginale medio dell’istruzione per
le donne. Per tale anno una certa differenziazione tra i rendimenti
ai diversi quantili di reddito è presentata solo dalle lavoratrici lau-
reate. In particolare, si notano stime più elevate ai quantili alti
della distribuzione dei redditi (complementarietà).

6. - Conclusioni

Questo lavoro, si propone di fornire dell’evidenza empirica ag-
giornata sui rendimenti dell’istruzione in Italia attraverso la sua
stima condotta sia con i minimi quadrati ordinari, sia sulla base
di un certo numero di quantili di regressione (Koenker e Bassett,
1978), evidenziando come una indagine basata sui quantili possa
risultare più informativa rispetto ad una stima OLS standard va-
lida per l’individuo medio.

I risultati ottenuti dalle stime OLS (effettuate sui dati tratti
dalla Banca d’Italia 1993, 1995, 1998 e 2000) sono molto vicini a
quelli precedentemente trovati nella letteratura italiana e confer-
mano la presenza di un rendimento dell’istruzione maggiore per
le lavoratrici. L’interpretazione da noi proposta è che tale maggior
rendimento potrebbe essere dovuto ad una più forte incidenza del-
l’endogenity bias e dell’ability bias sulle stime relative ai campioni
femminili, ammettendo una maggiore persistenza generazionale e
una maggiore correlazione dell’abilità e dei vincoli di liquidità del-
le donne con quelli della loro famiglia di provenienza.

Il risultato più originale è ottenuto però dalle stime dei quan-
tili. In generale, per quanto riguarda il coefficiente degli anni di
istruzione, i quantili stimati hanno un andamento a U. Maggiore,
cioè, deve essere l’incremento dei redditi degli individui che si tro-
vano ai quantili bassi e a quelli alti della distribuzione dei reddi-
ti, perché essi, dopo aver studiato un anno in più, si mantengano
sul medesimo quantile. In altri termini, non si ha una semplice
traslazione della distribuzione del reddito, ma anche la sua scala
e la sua forma risultano modificate al variare di τ. Nei termini del
rapporto di sostituibilità/complementarietà tra istruzione e abilità,
è possibile considerare dunque i due fattori come sostituiti ai
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quantili inferiori della distribuzione dei redditi, e come comple-
menti per i quantili medio-alti (cioè per gli individui più abili).

L’aspetto più significativo delle stime relative alla specifica-
zione con i titoli di studio è la presenza di un diverso comporta-
mento del rendimento ai vari quantili per i tre livelli di istruzio-
ne considerati. Infatti, mentre i rendimenti derivanti dall’aver con-
seguito la licenza di scuola media inferiore cadono, per quasi tut-
ti i quantili e in quasi tutti i campioni, all’interno dell’intervallo
di confidenza della corrispondente stima OLS, la configurazione
cambia, quando si analizzino le stime dei coecienti delle variabi-
li medie superiori e università. Le prime presentano un andamen-
to convesso al variare dei quantili (sostituibilità tra istruzione ed
abilità per i meno abili e complementarietà per i più abili), ana-
logamente a quelle relative agli anni di istruzione. Cambia dun-
que la forma della distribuzione condizionale della variabile di-
pendente dei diplomati rispetto agli individui con istruzione ele-
mentare. Anche le stime dei coefficienti della variabile università
mostrano la presenza di differenze tra quantili, anche se meno
marcate, infatti tende a prevalere un trend crescente all’aumenta-
re del quantile (complementarietà).

Si comprende quindi la capacità dei modelli basati sui quan-
tili di regressione di meglio caratterizzare l’impatto dell’istruzio-
ne sull’intera distribuzione del reddito, e la loro attrattività per di-
verse applicazioni economiche. Purtroppo, spesso il trattamento
si presenta come endogeno o soggetto a self-selection; rendendo i
quantili di regressione convenzionali (così come lo stimatore OLS)
inadeguati a stimare consistentemente l’effetto del trattamento
stesso. Da qui il principale limite e possibilità di sviluppo futuro
di questo lavoro, dato che un caso tipico di endogeneità è rap-
presentato dalla scelta dell’istruzione. Sono state infatti proposte
in letteratura delle metodologie di stima che utilizzano le varia-
bili strumentali assieme ai quantili di regressione per trattare ta-
le problema (Honoré e Hu, 2004; Arias, Hallock e Sosa-Escudero,
2001; Chernozhukov e Hansen, 2005). Uno sviluppo futuro di que-
sta indagine sui dati italiani potrebbe essere dunque quello di sti-
mare il rendimento dell’istruzione utilizzando le dette metodolo-
gie, nel tentativo di coniugare i vantaggi informativi derivanti da
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una indagine basata sui quantili con i vantaggi derivanti dall’uso
delle variabili strumentali, che permettono di trattare i problemi
legati all’endogenità e all’eterogenità nelle scelte di istruzione.

Un’altra direzione di sviluppo del presente lavoro14 potrebbe
essere quella di utilizzare specificazioni più articolate per l’equa-
zione stimata, che includano ad esempio, da una parte il voto di
maturità e di laurea come proxy per l’abilità e dall’altra alcune va-
riabili relative al settore o alla qualifica del lavoro dell’individuo.
Queste ultime permetterebbero quindi di effettuare un’indagine
più mirata, focalizzata su particolari settori o realtà, distinguen-
do ad esempio tra settore pubblico e privato. Per quanto riguar-
da l’Italia, tale aspetto è trattato ad esempio da Brunello, Comi e
Lucifora, 2001, che utilizzano però stime OLS e IV. Per quanto
concerne invece la prima proposta, essa si inserisce in quel filo-
ne della letteratura che, seguendo Griliches, 1977, utilizza i voti
riportati in esami standardizzati (ad esempio il test IQ), come va-
riabili in grado di catturare l’abilità non osservata degli individui.
Un “contro” di carattere generale di tale approccio consiste nel-
l’implicita definizione che verrebbe così data del concetto di abi-
lità, e nel fatto che in tal modo verrebbe catturato solo un certo
“genere di abilità” individuale.
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APPENDICE

1. - Dalla localizzazione alla regressione: quantili in ottimiz-
zazione

Ogni variabile casuale a valori reali Y può essere caratteriz-
zata attraverso la sua funzione di ripartizione:

F (y) = Prob (Y ≤ y)

Per ogni 0 < τ < 1, si definisce il τ-esimo quantile di Y nel mo-
do seguente:

(32) Quant (τ) = inf {y |F (y) ≥ τ}

La mediana, Quant (1/2), rappresenta il quantile centrale. Co-
me la funzione di ripartizione, anche la funzione quantile forni-
sce una caratterizzazione completa della variabile casuale Y.

I quantili possono essere formulati come soluzione di un sem-
plice problema di ottimizzazione. Per ogni 0 < τ < 1, si definisce la
seguente funzione di perdita assoluta simmetrica, lineare a tratti:

(33) ρτ (u) = u (τ – 1 {u ≤ 0})

illustrata nel grafico 1.
Minimizzando il valore atteso di ρτ (Y – ξ) rispetto a ξ, si ot-

tengono le soluzioni ξ (τ), la più piccola delle quali è Quant (τ),
definito nell’equazione (2). Formalmente, si può scrivere:

ξ∈ �

min E [ρτ (Y – ξ)]

o, equivalentemente:

ξ* (τ) = argminξ∈ � E [ρτ (Y – ξ)]
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con:

(34) Quant (τ) = inf ξ*(τ)

L’equivalente campionario di Quant (τ), a partire da un cam-
pione casuale {y1, …, yn}, è detto τ-esimo quantile campionario, e
può essere determinato risolvendo:

ξ∈ �

min ∑
n

i=1
ρτ (yi – ξ)
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GRAF. 1

FUNZIONE DI PERDITA ASSOLUTA ASIMMETRICA

ρτ (u)

τ – 1 τ

ovvero:

ξ̂* (τ) = argminξ∈ � ∑
n

i=1
ρτ (yi – ξ)

con:

(35)
�

Quant (τ) = inf ξ̂* (τ)

in modo analogo a quanto visto sopra.
Utilizzando poi il fatto che:

u = –|u| · 1 {u ≤ 0} + |u| · (1 – 1 {u ≤ 0}) = |u| · (1 – 2 · 1 {u ≤ 0})

la check function può essere utilmente riscritta nel modo seguente:



ρτ (u) = |u| (1 – 2 · 1 {u ≤ 0}) (τ – 1 {u ≤ 0})

= |u| (τ – 2τ · 1{u ≤ 0} + 1 {u ≤ 0})

= |u| (τ · 1 {u ≤ 0} + (1 – τ) · 1 {u ≤ 0})

da cui deriva, ad esempio, che la mediana corrisponde a:

(36)

mentre per gli altri quantili si pesano differentemente, in modo
asimmetrico, gli scarti positivi e quelli negativi.

Per comprendere l’utilità e la validità di tale formulazione, si
consideri la funzione obiettivo:

(37)

La derivata di questa funzione rispetto a ξ (tranne che per yi

= ξ, in corrispondenza delle quali la derivata non esiste) è:

(38)

Se la frazione di osservazioni (rispetto al totale) con yi ≤ ξ è
pari a τ, questa derivata è nulla:
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Quest’ultima è proprio la condizione sugli scarti; essendo in-
fatti ξτ il τ-esimo quantile, il numero degli scarti negativi e nulli
sarà pari a nτ.

Sarebbe più comune definire i quantili campionari attraverso
l’ordinamento delle osservazioni, ma la formulazione in termini
di problema di minimizzazione ha il vantaggio di condurre ad una
naturale generalizzazione per i quantili condizionali.

Allo stesso modo con cui l’idea di stimare la media non con-
dizionale come:

µ̂ = argminµ∈ � ∑
n

i=1
(yi – µ)2

può essere estesa alla stima della funzione lineare media condi-
zionale E (Y|X = x) = x’iβ risolvendo:

β̂= argminβ∈ �
k ∑

n

i=1
(yi – x’iβ)2

la funzione lineare quantile condizionale:

(39) Qτ (Y|X = x) = x’iβτ

può essere stimata risolvendo:

(40) β̂τ = argminβ∈ �
k ∑

n

i=1
ρτ (yi – x’iβτ)

2. - Quantili di regressione e programmazione lineare

È possible mostrare che il problema (18) può essere rappre-
sentato anche come un problema di programmazione lineare. Una
conseguenza attrattiva di questo fatto è che, sia dal punto di vi-
sta teorico sia da quello pratico, la programmazione lineare può
essere utilizzata per meglio caratterizzare la soluzione β̂τ specifi-
cata nel problema (40). In particolare, il Teorema della Dualità e
il Teorema dell’Equilibrio della programmazione lineare fanno lu-
ce sulle proprietà della soluzione e sulla sua sensibilità agli ou-
tliers (Buchinsky, 1995).
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Si consideri il modello di base:

(41) yi = x’iβτ + ui

Qτ (yi|xi) = x’iβτ

con Qτ (uτi|xi
) = 0 (per costruzione), e il problema di minimizza-

zione (18)

(42)

Si noti poi che yi può essere riscritto come funzione di soli
elementi positivi:

(43)

dove: β1
τj ≥ 0, β2

τj ≥ 0, (con j = 1, ..., k), e u+
τi ≥ 0, u–

τi ≥ 0, (con i = 1,
..., n).

Segue quindi che il problema (18), scritto nei termini delle
componenti della (43), assume la forma seguente:

o, equivalentemente, in notazione matriciale, più compatta:

dove A = (X, –X, In, –In) è una matrice n × (2n + 2k); y = (y1, …, yn)’
è un vettore n × 1 che raccoglie le osservazioni sulla variabile di-
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pendente; z = (βτ
1’, βτ

2’, uτ
+’, uτ

–’)’ è un vettore (2k + 2n) × 1; c = (0’, 0’,
τι ’, (1 – τ) ι ’)’; X = (x1, …, xn)’ è una matrice n × k con la i-esima ri-
ga data da x’i, con i = 1, ..., n; In è una matrice identità di dimen-
sione n; 0’ è un vettore k × 1 di zeri e ι è un vettore n × 1 di uno.
Nel sistema di LP, uτ

+, uτ
– vengono utilizzati in modo da rendere

vincoli di uguaglianza i vincoli del sistema, che risulta così espres-
so in forma standard, secondo le comuni regole di trasformazio-
ne valide per i sistemi di programmazione lineare. I vincoli, in ge-
nerale, sarebbero costituiti da disuguaglianze, nella forma cano-
nica del programma: per le osservazioni della variabile dipenden-
te al di sotto dell’iperpiano, infatti, yi – x’iβτ < 0; per le osservazio-
ni al di sopra di esso, yi – x’iβτ > 0. In altri temini, la variabile uτi

non è vincolata in segno. Tale problema rappresenta un problema
primale di programmazione lineare. Di conseguenza, il problema
duale è definito da:

Esso equivale approssimativamente alle FOC (20) del proble-
ma di minimizzazione Buchinsky (1995).

  

max   
w

w y

w A c

′

′ ≤ ′






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